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摘　　　要 : 分析了零点配置/回路传函恢复 (ZP/ L TR)方法稳定性 ,给出并证明了其稳定性条件.但该条件

较为苛刻 ,限制了 ZP/ L TR方法的应用.为了对 ZP/ L TR方法改进 ,在设计过程中引入了 Kalman滤波器 ,通

过选取特殊的参数 ,使 Kalman滤波器回路逼近并取代原目标回路 ,从而在保留 ZP/ L TR方法性能的同时 ,通

过保证 Kalman滤波器回路的稳定性保证了最后闭环系统的稳定性.给出并证明了改进后的 ZP/ L TR方法的

稳定性条件 ,指出改进后的 ZP/ L TR方法的稳定性条件较为宽松 ,拓宽了原 ZP/ L TR方法的应用范围.
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Abstract : Zero placement/ loop t ransfer recovery ( ZP/ L TR) method was analyzed theo2
retically to find and demonst rate t he conditions of stability. However ,t hese st rict conditions

have placed const raint on t he application of ZP/ L TR method. Kalman filter was t hus int ro2
duced for the p urpose of improvement of ZP/ L TR method. Wit h some special parameters se2
lected , Kalman filter loop could approximate and replace original target feedback loop

( TFL) . While t he performance of ZP/ L TR met hod is maintained ,the stability of final closed2
loop system could be guaranteed along with the stability of Kalman filter loop . The stability

conditions of imp roved ZP/ L TR method was presented and demonst rated , showing t hat the

stability conditions of improved ZP/ L TR met hod were less st rict ,t hus expanding the scope of

applications for original ZP/ L TR method.
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　　随着控制变量的增多 ,航空发动机已由单变

量对象发展为多变量对象 ,其控制相应地应采用

多变量控制方法[1 ] .同时由于航空发动机又是一

种非常复杂的对象 ,其参数变化范围大 ,非线性

强 ,且建模误差难以避免 ,因此其控制必须采用鲁

棒控制方法 ,以保证发动机控制系统在存在一定

的建模误差的条件下仍能保持良好的稳定性以及

动态性能.
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线性二次型高斯/回路传函恢复 ( L Q G/

L TR)方法[223 ]是一种解决多变量鲁棒反馈系统设

计的简单且有效的方法 ,但在将 L Q G/ L TR方法

应用于最小相位对象时 ,目标反馈回路的中频段

性能往往不够理想 ,为此 ,文献[ 4～6 ]提出了零点

配置/回路传函恢复 ( ZP/ L TR)方法 ,改善了目标

回路在中频段的性能 ,但已有文献没有给出该方

法的稳定性条件 ,这就限制了这种方法的应用.

本文从理论上对 ZP/ L TR 方法的稳定性进

行了分析 ,找到了该方法的稳定性条件 ,并给出了

证明.此外 ,本文对 ZP/ L TR 方法的设计步骤进

行了改进 ,采用 Kalman 滤波器回路逼近 ZP/

L TR方法中的目标回路 ,并证明了这种情况下闭

环系统的稳定性条件 ,指出改进后的 ZP/ L TR方

法可以扩大其应用范围.

1　ZP/ LTR方法

设航空发动机状态空间表示的线化模型为

x
·

= Ax + Bu

y = Cx + Du
(1)

其中 , x , u , y分别属于 Rn , Rm , Rm ,且 n为系统维

数 , m为输入/输出维数 , A , B , C, D为适维矩阵 ,

且 ( A , B , C)可控可观.对该模型增广 ,可得设计对

象模型 G( s)为

x
·

g = Ag x g + Bg u g

yg = Cg x g

(2)

其中

Ag =
A B

0 0
, Bg =

0

I
, Cg = [ C　D ] (3)

xg = [ xT 　uT ]T , ug 为积分器前的控制信号.

根据 ZP/ L TR方法设计状态观测器形式的

目标反馈回路 ,其开环传函为

GKZ ( s) = Cg ( sI - Ag ) - 1 Kz (4)

　　若要求各控制回路的带宽分别为 w i ( i = 1 ,

2 , ⋯, m) ,令

W = diag ( w1 , w2 , ⋯, w m ) (5)

采用零点配置方法设计 Kz

Kz = G+ N (6)

其中

G = Cg [ RT
1 　RT

2 　RT
n+ m ] T

N = [ I　a1 I　an I 　0　0 ] T W

R1 = I

R2 = Ag R1 + a1 I

⋯

Rn+1 = Ag Rn + an I

Rn+2 = ARn+1

Rn+ m = ARn+ m- 1

其中[ ·] +表示 [ ·]的广义逆 , ai ( i = 1 , 2 , ⋯, n)

为 A的特征多项式系数 ,即

det ( sI - A) = sn + a1 sn- 1 + ⋯+ an (7)

同时 ,记 Ri ( i = 1 ,2 , ⋯, n + m)为 Ag 的 R系数.

利用上述目标反馈回路 ,按 L TR 的一般步

骤可得 ZP/ L TR补偿器

GL TR ( s) = Kc ( sI - Ag + Bg Kc + Kz Cg ) - 1 Kz

(8)

其中

Kc = BT
g P

P = PT > 0 ,满足如下 Riccati方程

PA g + AT
g P + qCT

g Cg - PB gB T
g P = 0

q为恢复系数.

对最小相位系统而言 ,补偿器 GL TR ( s)具有如

下恢复特性

lim
q→∞

G( s) GL TR ( s) = Cg ( sI - Ag ) - 1 Kz = GKZ ( s)

(9)

即由 ZP/ L TR补偿器与设计对象模型构成的控

制系统的开环传递函数渐近收敛于目标反馈回路

的开环传递函数 ,换言之 ,目标反馈回路的特性得

到恢复.

2　ZP/ LTR方法稳定性分析

由 ZP/ L TR方法设计过程可见 ,由方程 (6)

得出的目标反馈回路增益矩阵 Kz 直接应用于

L TR过程 ,由分离定理知 ,闭环系统的稳定性将

与回路 GKZ ( s)的稳定性相同.因此 ,接下来分析

回路 GKZ ( s)的稳定性.

定理 1 :若 Ag , Cg 如式 (3)所示 ,且 A无虚轴

上极点 ,则当 Cg2 (定义见证明过程)行满秩时 ,回

路 GKZ ( s)稳定等价于矩阵 A稳定.

证明 : A无虚轴上极点

　→Ag 有 n个不为 0的极点 ;

同时 ,由 Ag 结构可知 , Ag 有 m 个原点处极

点.故 Ag 的 Jordan标准型为

Ag = T
J 0

0 0
T- 1

其中 J ∈Rn×n , T∈R( n + m) ×( n + m)为可逆矩阵.

易证 ,矩阵 Ag 与 diag ( J , 0)的特征多项式系

019
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数相等 ,且它们的 R系数之间存在如下关系

Ri | Ag
= TR i | [ J 0 ] T- 1 , ( i = 1 , ⋯, n + m)

记 Ri | Ag
为 R i , Ri | [ J 0 ]为 R′i ,则根据附录引理可

得如下关系

Kz = G+ N = T
0

C
+
g2

W

其中[ Cg1 　Cg2 ] = Cg T , Cg1 ∈Rm×n , Cg2 ∈Rm×m .

故回路 GKZ ( s)的闭环系统矩阵可写为

Agc = Ag - Kz Cg =

T
J 0

- C
+
g2 WCg1 - C

+
g2 WCg2

T- 1

进一步可得

λ( Agc ) =
λ( J )

λ( - C
+
g2 WCg2 )

其中λ( ·)表示 ( ·)的特征值系统.因为

Cg2 行满秩

Ζ 　Cg2 可逆 ,即 C
+
g2 = C

- 1
g2

故

λ( - C
+
g2 WCg2 =λ( - W) = - λ(W)

由式 (5)知 , W为对角矩阵 ,且对角元均非负 ,即

- C
+
g2 W Cg2没有非稳定极点.故

Agc 稳定

Ζ 　　J 稳定

Ζ 　　A稳定

证毕.

由定理 1 可知 ,如果开环系统稳定 ,即 A稳

定 ,则 ZP/ L TR方法设计的目标反馈回路 GKZ ( s)

稳定 ,也可以保证 ZP/ L TR 控制器的闭环稳定

性 ;但当开环不稳定时 ,则这种方法设计出的控制

器一定无法稳定控制被控对象.

3　ZP/ LTR方法的改进

在参考文献[ 2 ]中 ,At hans M 首先提出目标

回路 GFOL ( s) ,之后再设计 Kalman滤波器逼近此

回路 ,并将 Kalman滤波器回路 GKF ( s)用至最后

的 L TR过程 ,从而利用 Kalman滤波器回路的稳

定性来保证最后闭环系统的稳定性.在 ZP/ L TR

方法中 ,如果利用同样的思路来设计控制器 ,则即

使定理 1的开环稳定条件无法满足 ,所设计的控

制器仍能保证最后闭环系统的稳定性.

考虑如下 Kalman滤波器问题

x
·

= Ag x + Lξ

y = Cg x +μθ
(10)

其中 Ag , Cg 与系统 (2)相同 ,ξ,θ为零均值白噪

声 ,且 E(ξTξ) = E(θTθ) = I , L 为适维矩阵 ,μ> 0

为一常数.对系统 (10)求解 Kalman 滤波器问题

可得增益矩阵 Kf

Kf = (1/μ)ΣC
T
g (11)

其中Σ=ΣT ≥0 ,满足如下 Riccati方程

AgΣ +ΣA T
g + LL T - (1/μ)ΣC

T
g CgΣ = 0

则 Kalman滤波器回路开环传函 GKF ( s)为

GKF = Cg ( sI - Ag ) - 1 Kf (12)

当σ[ GKF ] µ 1时 ,由 Kalman等式[3 ]知

σi [ GKF ]≈σi [ GFOL ]

其中

GFOL =
1
μ

Cg ( sI - Ag ) - 1 L

此处 ,σi [ ·]表示[ ·]的第 i个奇异值 ,σ[ ·]表示

最小奇异值.

因此 ,若取μ= 1 , L = Kz ,则当σ[ GKF ] µ 1时

GKF ( s) ≈ GFOL ( s) = GKZ ( s)

即 ZP/ L TR 方法的目标反馈回路开环特性 GKZ

( s)可由 Kalman 滤波器回路开环传函 GKF ( s)逼

近.

如果用 Kalman 滤波器增益矩阵 Kf 完成

L TR过程 ,则由分离定理知 ,最终的闭环系统的

稳定性将与此 Kalman滤波器回路相同.

定理 2 :系统 ( 10) 中 ,若 A 无虚轴上极点 ,

( Ag , Cg )可观 ,μ> 0 ,且为常数 , L = Kz ,则一般而

言 , Kalman滤波器回路稳定.

证明 :由附录引理知 , ( Ag , Kz )虚轴上极点一

般可控 ,又 ( Ag , Cg )可观 ,则 Riccati方程 :

AgΣ +ΣA T
g + Kz KT

z - (1/μ)ΣCT
g CgΣ = 0

存在唯一非负定解 :Σ=ΣT ≥0 ,使

( Ag - (1/μ)ΣCT
g Cg ) 稳定

即 Kalman滤波器回路稳定.

证毕.

注 :定理 2成立的前提是附录引理中列满秩条件

成立 ,但定理证明过程没有验证该引理 ,因此本定

理的结论为“一般情况下成立”.但实际设计过程

中 ,该列满秩条件易由具体矩阵数值通过计算验

证.

定理 2表明 ,当 L = Kz 时 ,在有关条件成立

的情况下 ,可以不考虑被控对象开环是否稳定而

直接应用改进的 ZP/ L TR方法 ,最终闭环系统的

稳定性可由 Kalman滤波器回路的稳定性得到保

证.
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4　设计实例

4 . 1　例 1

以某型双转子涡扇发动机主控制系统设计为

例.在中间状态时 ,本发动机采用双变量控制 ,用

主燃油流量 ( W f )和喷口喉道面积 ( A 8 )控制高压

转子转速 ( n2 )和涡轮落压比 (πT )为给定数值.

首先 ,将发动机的非线性模型在中间状态线

性化 ,得到以状态空间 ( A , B , C, D)描述的小偏差

线化模型 ,如式 (1)所示 ,其中 , x = [ n1 , n2 ]T , u =

[ W f , A 8 ]T , y = [ n2 ,πT ] T ,式中 n1 为发动机低压

转子转速.可得系统极点如表 1 第 1 列所示.显

然 ,开环系统没有右半平面 ( R H P)极点 ,开环系

统稳定 ,因此 ,由定理 1 及定理 2 知 ,该系统用

ZP/ L TR方法及改进的 ZP/ L TR 方法均可设计

出稳定控制器.

表 1　例 1原系统及闭环系统极点

Table 1　Poles of original and closed loop system

of Example 1

原系统 ZP/ L TR 改进 ZP/ L TR

- 10. 7 - 188. 2 + 188. 0i - 188. 2 + 188. 0i

- 10 - 188. 2 - 188. 0i - 188. 2 - 188. 0i

- 3. 3 - 36. 9 - 36. 9

- 3. 2 - 18. 5 + 31. 9i - 18. 5 + 31. 9i

- 18. 5 - 31. 9i - 18. 5 - 31. 9i

- 15 - 15

- 10. 7 - 10. 7

- 10. 1 - 10. 1

- 10 - 10

- 3. 3 - 3. 3

- 3. 2 - 3. 2

- 2 - 2

图 1　例 1中 GKZ ( s)及 GKF ( s)奇异值曲线

Fig. 1　Singular value plot of GKZ ( s) and

GKF ( s) of example 1

对该系统按如系统 (2)所示方式增广后 ,按

ZP/ L TR方法可求得目标反馈回路 GKZ ( s) ,其奇

异值曲线如图 1 中实线所示 ,可见在整个频域范

围内目标回路具有良好的性能.再按 ZP/ L TR方

法步骤完成控制器设计 ,可求出最终闭环系统 ,其

极点如表 1 第 2 列所示 ,可见闭环系统也没有

R HP极点 ,闭环系统稳定. 如果按改进的 ZP/

L TR方法设计控制器 ,则在求出 GKZ ( s)后还需求

出 GKF ( s) ,其奇异值曲线如图 1 中虚线所示.由

图可见 , GKZ ( s)与 GKF ( s)的奇异值曲线完全重合 ,

虚线被实线完全遮盖 ,这说明了当原系统稳定时 ,

GKF ( s)对 GKZ ( s)的逼近程度.再按 L TR步骤完成

改进的 ZP/ L TR控制器设计 ,并求出最终闭环系

统的极点如表 1第 3列所示.显然 ,此时求出的极

点与之前 ZP/ L TR方法求出的一致 ,这说明当按

ZP/ L TR方法求出的控制系统闭环稳定时 ,改进

的 ZP/ L TR方法将会得出与之一致的结果.

例 1讨论了当被控对象开环稳定时的情况 ,

设计表明 ,对这种情况 , ZP/ L TR 方法及改进的

ZP/ L TR方法给出了完全相同的结果.

4 . 2　例 2

例 2实际为例 1的扰动形式.系统仍如式 (1)

所示 ,但对 A矩阵进行了扰动 ,即 : a′44 = - a44 ,而

其它元素及其它矩阵均与例 1相同.此时 ,该系统

已不再表示发动机了 ,而仅仅只能理解为一个设

计实例.系统极点如表 2 中第 1 列所示 ,显然 ,开

环系统有一个 R H P极点 ,开环系统不稳定.由定

理 1 ,若应用 ZP/ L TR方法为该对象设计控制器 ,

则最终的闭环系统不会稳定 ;而由定理 2 ,若应用

改进的 ZP/ L TR方法设计控制器 ,则最终的闭环

表 2　例 2原系统及闭环系统极点

Table 2　Poles of original and closed loop system

of Example 1

原系统 ZP/ L TR 改进 ZP/ L TR

- 10. 7 - 188. 2 + 188. 0i - 188. 2 + 188. 0i

- 10 - 188. 2 - 188. 0i - 188. 2 - 188. 0i

- 3. 2 - 36. 9 - 36. 9

3. 3 - 18. 5 + 31. 9i - 18. 5 + 31. 9i

- 18. 5 - 31. 9i - 18. 5 - 31. 9i

- 15 - 15

- 10. 7 - 10. 7

- 10. 1 - 10. 1

- 10 - 10

- 3. 2 - 3. 3

- 2 - 3. 2

3. 3 - 2
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系统仍然会是稳定的.

与前类似 ,增广后按 ZP/ L TR方法可求得目

标反馈回路 GKZ ( s) ,其奇异值曲线如图 2中实线

所示.显然 ,奇异值曲线与图 1中类似 ,但此时目

标回路却不再稳定.再按 ZP/ L TR方法步骤完成

控制器设计 ,可求出最终闭环系统 ,其极点如表 2

第 2列所示. 显然 ,闭环系统也有一个 R H P 极

点 ,闭环系统不稳定.

图 2　例 2中 GKZ ( s)及 GKF ( s)奇异值曲线

Fig. 2　Singular value plot of GKZ (s) and GKF (s)

of example 2

再按改进的 ZP/ L TR方法设计控制器 ,则在

求出 GKZ ( s)后还需求出 GKF ( s) ,其奇异值曲线如

图 2中虚线所示.由图可见 , GKZ ( s)与 GKF ( s)的奇

异值曲线在σ[ GKF ] µ 1时基本重合 ,但当此条件

不满足时 ,曲线不再重合.经分析可知 , GKF ( s)稳

定 ,这与本文结论一致.接下来再按 L TR步骤完

成改进的 ZP/ L TR控制器设计 ,并求出最终闭环

系统的极点如表 2第 3列所示.显然 ,改进的 ZP/

L TR方法求出的控制系统没有 R HP极点 ,闭环

稳定.

图 3　改进的 ZP/ L TR方法阶跃响应仿真

Fig. 3　Step response of improved ZP/ L TR method

对改进 ZP/ L TR 方法求出的系统进行阶跃

响应仿真 ,结果如图 3所示.其中 ,图 3 (a)表示 n2

响应 ,图 3 (b)表示πt 响应 ;实线表示 n2 阶跃时的

响应 ,而虚线表示πt 阶跃时的响应.如 , (a)图的

实线就表示对 n2 进行阶跃时的 n2 响应.阶跃量

均为非线性模型稳态值的 1 % ,因此 ,从无量纲的

意义上讲 ,两个阶跃量的幅值基本相等.

由仿真结果可知 ,闭环系统稳定 ,这验证了改

进的 ZP/ L TR方法求出的闭环系统的稳定性.对

原 ZP/ L TR方法也可进行类似的阶跃响应仿真

试验 ,但由于闭环系统不稳定 ,响应表现为发散特

性 ,故此处省略了仿真结果.

综上所述 ,当设计对象模型是稳定对象时 ,原

ZP/ L TR方法与改进的 ZP/ L TR 方法均可设计

出高性能的控制器 ;而当设计对象模型包含不稳

定模态时 ,原 ZP/ L TR方法无法设计出可保证闭

环系统稳定的控制器 ,而改进的 ZP/ L TR方法仍

然可以求出稳定控制器.

5　结　论

本文分析了 ZP/ L TR方法的稳定性 ,给出并

证明了其稳定性条件.同时 ,本文提出 ZP/ L TR

方法的改进措施 ,并对其进行了稳定性分析 ,给出

并证明了其稳定性条件.分析表明 ,改进后的 ZP/

L TR方法扩大了原方法的适用范围.
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附录

引理 1 :若 A =
A1

　0
∈Rn×n , A1 ∈Rr×r为可逆

矩阵 , a = [ a0 , a1 , ⋯, an ]T 为 A的特征多项式系
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数 ,其中 , a0 = 1 .由 A的特殊结构知 ,其特征多项

式系数及 R系数满足如下关系

ai = 0　　i = r + 1 , ⋯, n

Ri =
R′i

　　ai - 1 In- r

　　i = 2 , ⋯, r

Rr+1 =
0

　ar I n- r

R i = 0　　i = r + 2 , ⋯, n

其中 R′i ( i = 1 , ⋯, r) ∈Rr×r为矩阵 A1 的 R系数.

若 C∈Rm×n , m ≤n - r , C = [ C1 　C2 ] , C1 ∈

Rm×r , C2 ∈Rm×( n - r) .则当

C1 R′1

⋯

C1 R′r

列满秩且 C2 行

满秩时 ,

F = ( C[ RT
1 　⋯　RT

n ]T ) + ( a á ×Im ) =
0

C+
2

证明 :略

引理 2 :若 Ag , Cg 如式 (3)所示 ,且 A无虚轴

上极点 ,设 Kz 满足式 (6) ,则对 ( Ag , Kz )而言 ,虚

轴上极点一般可控.

证明 :略
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